Uber die Stammfunktion zum Integral (Grundkurs)
0. Der Begriff der Stammfunktion

0.1 Das Umkehren von Prozessen ist oft nicht eindeutig moglich

Wenn man in der Mathematik Regeln kennengelernt hat, mit denen man zum Losen
einer Aufgabe von einer Station zur nachsten gelangt, stellt sich oft eine Frage in um-
gekehrter Richtung: Man will nicht mehr wissen, wohin man vom bekannten Aus-
gangspunkt gelangt, sondern aus dem erreichten Ziel ruckwarts auf den Ausgangs-
punkt schlieffen. Beispiele:

(1) Man ist durch Quadrieren einer Zahl zu 121 gelangt. Welchen Wert hat die
Ausgangszahl ?

(2) Der Sinus eines Winkels o betragt 0,5; wie grof3 ist o 7

(3) Verdoppeln einer Zahl fithrt zu 1234; von welcher Zahl ist man ausgegangen?

(4) Eine quadratische Gleichung hat die Losungen — 3 und 4; wie lautet die Glei-
chung?

(5) Eine Funktion f hat an der Stelle x die Ableitung f(x) = 3x°. Wie lautet die
Funktionsgleichung von f ?

An den Beispielen sieht man, dass es keineswegs selbstverstandlich ist, dass sich ein
geradliniger Losungsweg wie Quadrieren, Sinusberechnen, Verdoppeln oder Losen ei-
ner quadratischen Gleichung einfach umkehren lasst, denn aufler beim Beispiel (3) ist
die gestellte Frage nicht mehr eindeutig zu beantworten:

(1) Auch wenn man spontan vielleicht auf 11 als Ausgangszahl schliefit, kann ge-
nau so gut — 11 die Zahl gewesen sein, die quadriert wurde.

(2) Der Sinus des Winkels a ist die y-Koordinate jenes Punktes auf dem Einheits-
kreis, den man durch eine a-Drehung des Einheitspunktes E(l‘O) um den Ur-
sprung erhalt. Da es zwei Punkte auf dem Einheitskreis gibt, deren y-Koordi-
nate den Wert 0,5 hat, gibt es auch zwei mogliche Ausgangswerte fiir o (ndm-
lich 30° und 150°).

(3) Hier ist Ausgangszahl eindeutig bestimmt, da sich das Verdoppeln durch Hal-
bieren ruckgangig machen lasst. Die Ausgangszahl ist also 617.

(4) Neben der Gleichung (x + 3)-(x — 4) = 0, also x> —x —12 = 0 hat beispiels-
weise auch die Gleichung — 3x” + 3x 4 36 = 0 die Losungsmenge { — 3;4 }.

Nachdem bei drei der ersten vier Beispiele vom Ergebnis nicht eindeutig auf das Aus-
gangsobjekt zuruckgeschlossen werden konnte, wundert es nicht, dass auch im Bei-
spiel (5) die Funktion f nicht eindeutig bestimmt ist. Denn definiert man f(x) = X3,
dann erhalt man zwar die gewunschte Ableitung, aber genauso fuhren die Funktions-
gleichungen f(x) = %> + 4711 oder f(x) = % — & zur vorgegebenen Ableitung. Zwar hat
die zuerst angegebene Funktion den Vorteil, dass sie am ,einfachsten® erscheint, aber
das kann bei der Suche nach der Ausgangsfunktion f allenfalls zum Wunsch fuhren,
dass gerade von dieser Funktion ausgegangen wurde.

0.2 Wenn man einen Prozess nicht eindeutig umkehren kann, sucht man
nach der Gesamtheit der moglichen Ausgangsobjekte

Bei den Beispielen (1) bist (4) lassen sich die moéglichen Ausgangsobjekte einfach be-
schreiben:
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Bei (1) ist die Menge der Zahlen, deren Quadrat 121 ergibt, { — 11; 11 }. Einerseits
haben diese Zahlen offenbar beide das verlangte Quadrat, andererseits kann es keine
andere Zahl geben, deren Quadrat 121 ist. Denn nur — 11 und 11 haben den Betrag 11.
Und eine Zahl mit kleinerem (bzw. groBBerem) Betrag als 11 fiihrt auch zu einem Qua-
drat, das kleiner (bzw. grofler) ist als 121. Die Menge der Ausgangsobjekte ist also
vollstandig anzugeben.

Auch beim Beispiel (2) gibt es - wie sich bereits aus dem obigen Text ergibt - nicht
mehr als die zwei genannten Moglichkeiten fur o, da die Gerade mit der Gleichung
y = 05 (wie jede andere Gerade) mit dem Einheitskreis (wie mit jedem anderen
Kreis) nicht mehr als zwei Punkte gemeinsam haben kann.

Bei (3) war als einzigem Beispiel die Ausgangszahl 617 eindeutig bestimmt.

Und bei (4) zeigt man, dass genau die Gleichungen der Form ax” — ax — 12a =0
mit beliebigem a # 0 als Ausgangsgleichungen geeignet sind.

Schwieriger wird es dann beim Beispiel (5). Zwar wurde oben uberlegt, dass jede
Funktion mit einer Gleichung der Form f(x) = © + K (wobei K eine beliebige Kon-
stante ist) zu der vorgegebenen Ableitung fithrt, es ist aber mcht klar, ob es nicht noch
weitere Funktionen gibt, die an der Stelle x die Ableltung 3x° haben.

0.3 Die Menge der Stammfunktionen

Passend fiir die in Beispiel (5) gesuchten Funktionen definiert man:

Wenn die Funktion F die Ableitung f hat (also F° = f gilt), dann heifit F' eine Stamm-
funktion zu f. Da es bei vorgegebenem f zu jeder gefundenen Stammfunktion F beliebig
viele weitere gibt, die durch Addition einer Konstanten zu F entstehen, ist es nicht nur
ungenau, sondern sogar falsch, die zuerst gefundene Funktion F als die Stammfunk-
tion von f zu bezeichnen; es ist eben nur eine von vielen.

Um die Frage nach der Menge aller Stammfunktionen zu einer gegebenen Funktion f
zu beantworten, muss man klaren, ob es - nachdem man eine Stammfunktion F ge-
funden hat - nur noch solche Stammfunktionen zu f gibt, die durch Addition einer
Konstanten zu F entstehen, oder ob es noch weitere gibt. Wie die folgende Uberlegung
zeigt, ist die letzte Frage zu verneinen.

Um das zu beweisen, ist zu zeigen, dass jede weitere Stammfunktion G durch Addition
einer Konstanten aus F hervorgeht:

Wenn F und G beide Stammfunktionen zu f sind, dann gilt G’ = f und F’ = f; somit
folgt G = F; an jeder Stelle x ist also G’(x) — F'(x) = 0 und somit (G — F)’ (x) = 0.

Da die Ableitung der Funktion G — F an jeder Stelle 0 ist, steigt der Graph von G - F
nirgends und fallt nirgends; er verlauft also parallel zur x-Achse: Somit st G - F
konstant.

Bemerkung fiir Leistungskursteilnehmer: Durch diesen dem Grundkurs angepassten, lediglich an-
schaulichen Schluss entsteht kein mathematisch wasserdichter Beweis. Zu einem solchen wird an
dieser Stelle vielmehr der Mittelwertsatz der Differentialrechnung benotigt.

An jeder Stelle x hat also die Differenz G(x) — F(x) den gleichen Wert; bezeichnet man
diesen mit K, dann folgt G(x) — F(x) = K, also G(x) = F(x) + K. Die Funktion G geht

also - wie zu zeigen war - aus F durch Addition einer Konstanten hervor.

Ergebnis: Ist F eine Stammfunktion zu einer gegebenen Funktion f, so ergibt sich die
Menge aller Stammfunktionen zu f als Gesamtheit aller Funktionen mit einer Glei-

chung der Form FK(X) = F(x) + K; dabei ist K eine beliebige reelle Zahl.



Von der Stammfunktion zum Integral 3/10

0.4 Stammfunktionen mit Anfangsbedingung

Die - mathematisch unerwunschte - Mehrdeutigkeit bei der Frage nach den Ausgangs-
werten eines mathematischen Prozesses lasst sich durch Nebenbedingungen beseiti-
gen. Verlangt man bei Beispiel (1), dass die Ausgangszahl nicht-negativ ist, entfallt —
11 und es ergibt sich als eindeutiger Ausgangswert 11. Eine solche Uberlegung mit
dem Ziel, Mehrdeutigkeit zu beseitigen, fuhrt ja auch zur Definition der Quadratwur-
zel aus einer Zahl r als derjenigen nichtnegativen Zahl deren Quadrat r ergibt.

Im Beispiel (2) fihrt die Einschrankung — 90° < o < 90° (die z.B. der Taschenrechner
verwendet) zu einem eindeutigen Ergebnis.

Verlangt man schlieBlich bei einer quadratischen Gleichung, dass sie normaert ist, also
der Koeffizient vor x> den Wert 1 hat, dann ist auch hier die zu einem Losungspaar
gehorende Gleichung eindeutig festgelegt.

Um unter den moglichen Stammfunktionen zu f eine spezielle Funktion G festzulegen,
genugt es, den Funktionswert von F an einer einzigen Stelle vorzugeben. Verlangt man
etwa im Beispiel (5) von der Stammfunktion, dass sie an der Stelle 1 den Wert 5 hat,
so muss einerseits fiir eine gewisse Konstante K gelten F(x) = %+ K, andererseits
folgt aus F(1) = 5 durch Einsetzen 5 = 1 + K, also K = 4. Die gesuchte Stammfunk-
tion F hat also die Gleichung F(x) = >+ 4

Die Vorgabe eines bestimmten Funktionswerts von F, durch die dann die gesuchte
Stammfunktion eindeutig bestimmt ist, wird auch als Anfangsbedingung bezeichnet; da-
bei ist der vorgegebene Wert sehr oft der Funktionswert von F am linken Ende des
Definitionsintervalls.

Beispiel (im Vorgriff auf das Hauptkapitel): Wenn fiir den im ersten Quadranten ver-
laufenden Graphen einer Funktion liber dem Intervall [ 2; 5 | mit A(x) der Inhalt der
Flache bezeichnet wird, die durch den Graphen der Funktion, die x-Achse und die Pa-
rallelen zur y-Achse durch (1‘0) und (X‘O) bezeichnet wird, dann hat man die Anfangs-
bedingung A(1) = 0, da hier die betrachtete Flache zu einer Strecke mit Flachenin-
halt 0 ausartet. Mit Hilfe einer beliebigen Stammfunktion zu f lasst sich daher die
Flacheninhaltsfunktion A bestimmen.

1  Das Integral

1.1 Das Problem der Flacheninhaltsberechnung und zwei Losungsideen

Wahrend sich die Inhalte von Rechtecken einfach mit Hilfe der Seitenlangen bestim-
men lassen, und man die gewonnenen Formeln erfolgreich weiterentwickeln kann, um
die Inhalte von Parallelogrammen, Trapezen, Dreiecken oder allgemeinen n-Fcken zu
bestimmen, stof3t die Flachenberechnung bei nicht geradlinig begrenzten Flachen auf
Schwierigkeiten.

Hier soll nun zunachst der Spezialfall untersucht werden, dass die Flache im ersten
Quadranten des Koordinatensystems liegt, wobei die
Flache im Suden durch die x-Achse, im Osten und
Westen durch Parallelen zur y-Achse und im Norden
durch den Graphen einer monoton wachsenden Funk-
tion f begrenzt wird. Bezeichnet man die x-Werte der
vertikalen Begrenzungen der Flache mit a und b,
dann betrachtet man also eine monoton zunehmende
Funktion f mit Definitionsbereich [ a; b |, wie sie mit
einem Beispiel in der Skizze dargestellt ist.
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Zur Bestimmung des Inhalts der Flache unter der Kurve werden nun zwei Losungs-
ideen angegeben:

Losungsidee 1: Man teilt das Intervall [a; b] in 5, 10, 20 oder allgemein n Teilinter-
valle auf und konstruiert uber jedem Teilintervall zwei Rechtecke: Eines, das ganz
von der Flache bedeckt wird (,einbeschrieben), und eines, das den gesamten Teil der
Flache tber seiner Grundseite bedeckt (,umbeschrieben®). Die Skizzen zeigen das Er-
gebnis des Verfahrens
fur eine Aufteilung in
funf Teilintervalle,

links mit einbeschrie-

benen und rechts mit

umbeschriebenen

. Rechtecken. R
a b a b

Bei der Summierung der Rechteckflacheninhalte erhalt man links einen zu kleinen
und rechts einen zu groflen Wert fur den Inhalt der markierten Flache. Man kann
aber durch Vergroflerung der Anzahl der Intervalle erreichen, dass diese beiden Nahe-
rungswerte beliebig nahe beieinander liegen und damit den zwischen beiden liegenden
Flacheninhalt beliebig genau ausrechnen.

Dieser Losungsansatz wird im Grundkurs zur theoretischen Weiterentwicklung nicht
ausgefuhrt, sondern lediglich zur naherungsweisen Integralberechnung, z.B. mit Hilfe
eines Tabellenkalkulationsprogramms, verwendet.

Losungsidee 2: Man untersucht, wie sich der Flacheninhalt verandert, wenn man - be-
ginnend bei a - die rechte vertikale Flachenbegrenzung nach rechts bewegt. Dazu
fuhrt man eine Flacheninhaltsfunktion A ein, die an
jeder Stelle x aus [a; b] den Inhalt der von x-Achse,
Kurve und den beiden vertikalen Geraden durch (a‘O)
und (X‘O) begrenzten Flache angibt.
Von dieser Flacheninhaltsfunktion kennt man schon
einen Wert, ndmlich A(a), weil im Falle x = a die
Flache zu einer Strecke ausartet, ihr Inhalt also 0 ist.
Kennt man die Funktion A, kann man auch den in
der ursprunglichen Aufgabenstellung gesuchten Flacheninhalt angeben, denn dieser
ergibt sich ja als A(b).
Nach den oben dargestellten Ergebnissen uber Stammfunktionen kann man die Funk-
tion A genau angeben, wenn man

1) zur Ableitung A’ von A eine Stammfunktion gefunden hat, und

2) den Wert von A an einer Stelle kennt (Anfangsbedingung).

Die zweite Bedingung ist mit A(a) = O erfillt; wenn man also die Ableitung von A
kennt und zu dieser eine Stammfunktion bestimmen kann, erhalt man damit auch die
Flacheninhaltsfunktion A und somit auch den gesuchten Flacheninhalt A(b).

Nachfolgend wird ausgefuhrt, wie man die Ableitung von A erhalt.
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1.2 Die Ableitung der Flacheninhaltsfunktion

Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle ¢ des Definitionsbereichs ergibt sich be-
kanntlich als Grenzwert des an der Stelle ¢ gebildeten Differenzenquotenten fur x ge-
gen c.

Zu untersuchen ist also der Differenzenquotient M}i—{%—)

Fur die geometrische Darstellung sind die Falle x > ¢ und x < ¢ zu unterscheiden. Die
nachfolgenden Ausfuhrungen betrachten den Fall x > c. Der zweite - hier nicht mehr
ausgefiihrte - Fall verlauft ahnlich, wobei lediglich bei der Division durch den (dann
negativen) Faktor x — ¢ die Kleinerzeichen in Groerzeichen iibergehen.

Der Zéahler des Differenzenquotienten, also A(x) — A(c) gibt die Differenz der Flachen
unter der Kurve von a bis x bzw. von a bis ¢ an, lasst
sich also in der links skizzierten Weise darstellen.
Da die Funktion f als monoton wachsend vorausge-
setzt wurde, folgt wegen a < ¢ < x < b die Unglei-
chungskette f(a) < f(c) < f(x) < f(b).
Nun lasst sich der links dargestellte Flacheninhalt
A(x) — A(c) nach unten und oben einschlieen durch
das grofite einbeschriebene und das kleinste umbe-
schriebene achsenparallele Rechteck. Diese Rechtecke haben beide die gemeinsame
Grundseite der Lange x — ¢ und die Hohen f(c) bzw. f(x), also die beiden Flachenin-
halte f(c)-(x — ¢) und f(x)-(x — ¢). R
Da der Inhalt der markierten Fliche zwischen die- O] 777777777777
sen beiden Flacheninhalten liegt, ergibt sich die Un-
gleichung  f(c)(x — ¢) < A(x) — A(¢) < f(x)-(x — ¢).
Dividiert man nun durch die positive Zahl x — ¢, ge-
langt man in der Mitte der Ungleichungskette zu
dem Differenzenquotienten von A, dessen Grenzwert
fir x gegen c ja die gesuchte Ableitung A’(c) angibt:

i) < A A0< 1)

X-c

Der fiir die Stelle ¢ gebildete Differenzenquotient von A liegt also immer zwischen f(x)
und f(c). Strebt nun x gegen c, so strebt f(x) gegen f(c), und dem eingeschlossenen Dif-
ferenzenquotienten bleibt nichts anderes tibrig, als ebenfalls gegen f(c) zu streben.

v

Bemerkung fiir Leistungskursteilnehmer: Die hier als gesichert hingenommene Tatsache, dass f(x)
gegen f(c) strebt, wenn x gegen c strebt, ist - abgesehen davon, dass auch dieses ,,Streben“ hier nicht
exakt definiert wird, - keineswegs selbstverstindlich; vielmehr wird diese Eigenschaft, wenn sie vor-
liegt, als Stetigkeit von f an der Stelle ¢ bezeichnet. Da die im Grundkurs behandelten Funktionen
nahezu alle in diesem Sinne stetig sind, wird der Begriff hier nicht thematisiert und auf die Exakt-
heit, die eigentlich in der Mathematik geboten ist, verzichtet.

Dass der Differenzenquotient %}—{%@ fir x gegen c den Grenzwert f(c) hat, bedeutet
aber nichts anderes, als dass die Funktion A an der Stelle ¢ die Ableitung f(c) hat.

Es gilt also A’(c) = f(c), und da c eine beliebige Stelle des Intervalls [ a; b | war, allge-
mein A'(x) = f(x) fir jede Stelle x ¢ [ a; b] . Die Ableitung von A ist also f.
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1.3 Von der Ableitung zur Flacheninhaltsfunktion

Aus der Ableitung f lasst sich leider nicht unmittelbar auf die Funktion A schlieflen,
selbst wenn man eine Funktion F mit der Ableitung f gefunden hat. Denn wie weiter
oben dargestellt, existieren zusammen mit einer Stammfunktion unendlich viele an-
dere, und nur eine davon ist die gesuchte Funktion A.

Wenn man allerdings eine Stammfunktion F zu f gefunden hat, gelangt man mit Hilfe
der Anfangsbedingung A(a) = 0 leicht zu der gesuchten Funktion A. Denn da sich die
Stammfunktionen A und F nur um eine - zunachst noch unbekannte - Konstante K
unterscheiden, muss fur die Funktionsgleichungen von F und A an jeder Stelle x aus

dem Intervall [ a; b ] gelten: A(x) = F(x) + K.

Einsetzen von x = a liefert daraus A(a) = F(a) + K|
also 0=Fa)+K
und somit K =-F(a).

Da man nun K kennt, hat man die Funktionsgleichung von A: A(x) = F(x) — F(a).
Und fiir den gesuchten Flacheninhalt A(b) ergibt sich somit: A(b) = F(b) — F(a).

Damit ergibt sich die nachstehend zusammengefasste Vorgehensweise, die fur den
Spezialfall einer monoton wachsenden Funktion hergeleitet wurde, aber fur alle hin-
reichend einfachen Funktionen f gilt, deren Graph oberhalb der x-Achse verlauft:

Gegeben: Eine Funktion f iber einem abgeschlossenen Intervall | a; b ], die keine ne-
gativen Werte annimmt.

Gesucht: Der Inhalt der Flache, die von der x-Achse, den Geraden mit den Gleichun-
gen x = a und x = b, und dem Graphen der Funktion eingeschlossen wird.

Losung: FErster Schritt: Finde eine Stammfunktion F zu f, also eine Funktion F, de-
ren Ableitung f ist.

Zweiter Schritt: Berechne F(b) — F(a).
Das ist dann der gesuchte Flacheninhalt.

Beispiel: Bestimme den Flacheninhalt der Standardschablone fur die Normalpara-
bel.

Losung: Legt man die Schablone symmetrisch zur y-Achse so in ein Koordinaten-
system, dass die nicht-gekrummte Kante auf der x-Achse liegt, dann be-
schreibt die Kontur den Graphen der tiber [ — 35; 35 | definierten Funktion
f mit der Gleichung f(x) = 12,25 — 2. 5

Eine geeignete Stammfunktion F hat die Gleichung F(x) = 12,25x - % X

Bezeichnet man den gesuchten Flacheninhalt mit A, so ergibt sich daher
A =F35) - F(-35)

1., .3 1 3
=1225-35 - 335" - (12,25 - (-35) - 3 (=35 )
=1225-35 - £35° - 1225 35~ + 35°

_ 2 3 _ 343
= 1225-7-235" =33
Der gesuchte Flacheninhalt betragt also ca. 57,17 cm?.
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2 Vom Flacheninhalt zum Integral

2.1 Die Integralnotation

Nach den bisher erzielten FErgebnissen lasst sich der Flacheninhalt zwischen x-Achse,

zwel vertikalen Geraden und dem nirgends unterhalb der x-Achse verlaufenden Gra-

phen einer hinreichend einfachen Funktion f berechnen, wenn man eine Stammfunk-

tion F zu f finden kann. Findet man eine solche Stammfunktion nicht und ist mit ei-

ner naherungsweisen Berechnung des Flacheninhalts zufrieden, kann man auf das

oben als Losungsidee 1 vorgestellte Verfahren zuruckgreifen. Allerdings wird im allge-

meinen die flachenbegrenzende Funktion nicht monoton sein, so dass sich nicht so

A einfach wie im obigen Beispiel eine obere und eine untere

Naherung fur den Flacheninhalt angeben lassen. Stattdes-

Graph(f) sen begnugt man sich zu jeder Zerlegung des Definitions-

intervalls in Teilintervalle mit einer einzigen Naherung,

bei der man die obere Seite des jeweiligen Rechtecks

durch irgendeinen Punkt des Graphen uber dem jeweili-

_ gen Intervall legt. Die Inhalte der Rechtecke sind dann

a b mal grofler und mal kleiner als der zum jeweiligen Strei-

fen gehorende Inhalt der betrachteten Flache. Im darge-

stellten Beispiel ist das Intervall [ a; b ] zur besseren Ubersichtlichkeit in nur vier Tei-

lintervalle zerlegt; als Hohe des Rechtecks wurde jeweils 4

der Funktionswert am linken Intervallende gewahlt. Alle

vier Rechtecke haben Grundseiten der gleichen Lange,

némgch ein Viertel der Lange des Definitionsintervalls,
also 22

Als Summe S der vier Rechteckinhalte ergibt sich somit
S = f(a) P72 4 f(x,) D2+ f(x,) Br 24 f(x,) D2
Kurzt man den Abstand zweier aufeinanderfolgender Tei-

lungspunkte des Definitionsintervalls mit Ax ab und bezeichnet die erste Stelle bei der
Intervalleinteilung, also a, mit x

Graph(f)

SO 18 elne Summe aus vier Summanden, die alle
0 tS S S den, d [l

die Form f(Xi)'dX haben. Unter Verwendung des Summenzeichens lasst sich S also ab-

gekirzt in der Form S = i f(x,)- Ax schreiben.
i=0

Um zu erreichen, dass die Abweichung des mit Hilfe der Rechteckflachen errechneten
Naherungswert vom genauen Inhalt der Flache kleiner wird, vergroflert man die An-
zahl der Teilintervalle, indem man statt 4 Teilintervallen 10, 100, 1000000 oder allge-
mein notiert n Teilintervalle wahlt.

Man kann nun (allerdings nicht im Grundkurs) zeigen, dass bei den hinreichend einfa-
chen Funktionen, also z.B. bei den ganzrationalen Funktionen, diese Naherungssum-
men mit wachsendem n gegen den gesuchten Flacheninhalt streben. Um dies auch
symbolisch auszudrucken notiert man den Grenzwert der oben betrachteten Summen

b
als ff(x) dx (lies: ,Integral von f(x) iber dem Intervall von a bis b“). Dabei kann man

das aIntegralzeichen J als Erinnerung an das Summenzeichen deuten. Die Werte unter
und uber dem Integralzeichen geben Anfangs- und Endpunkt des jeweiligen Defini-
tonsintervalls der Funktion f an und heiflen untere und obere Integrationsgrenze.
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Das Ergebnis von 1.3 lasst sich dann auch so formulieren:
Ist f eine nirgends negative Funktion iber dem Intervall [a; b] und ist F eine Stamm-

funktion zu f, dann gilt b
ff(x) dx = F(b) — F(a) .

2.2 Die Ausdehnung des Integralbegr%ffs
Die angegebene Berechnung des Integrals ff(x) dx mit Hilfe einer Stammfunktion von

f liefert ein Verfahren, das sich formal nicht nur unter der bisher immer gestellten Be-
dingung durchfuhren lasst, dass der Graph von f nirgends unterhalb der x-Achse ver-
lauft. Vielmehr ist das Vorzeichenverhalten von f fur das Auffinden einer Stammfunk-
tion F und das Berechnen von F(b) — F(a) ohne Bedeutung. Man definiert daher allge-
mein und unabhangig vom Vorzeichenverhalten von f das Integral von f uber einem
vorgegebenen Intervall:

Ist F eine Stammfunktion zu der iber [a; b] definierten Funktion f, dann definiert
man: ff dx = - F(a) .

Bemerkung fir Lelstungskursleser: Es handelt sich hier lediglich um eine Arbeitsdefinition fiir den
Grundkurs, durch welche die Begriffe Integrierbarkeit und Integral nicht mathematisch exakt er-
klart werden.

2.3 Der Zusammenhang zwischen Integral und Flacheninhalt

Betrachtet man als einfaches Beispiel eines nicht nur oberhalb der x-Achse verlaufen-

11 den Graphen die Verbindungsstrecke der Punkte A(l‘ —1) und

' B(S‘l), also den Graphen der tiber [ 1; 3 | definierten linearen

» Funktion f mit f(x) = x — 2 und bestimmt das Integral, so er-
gibt sich aufgrund des Stammfunktionsterms F(x) = % X2 - 2x
fur das Integral:

ff dx=F@)-F1)=532-23-($12-21)=3-6-1+2) =0

Da offensichtllch eine Flache zwischen Graph und x-Achse vorhanden ist, gibt das In-
tegral hier also nicht den Flacheninhalt an.

Man beachte also, dass im Gegensatz zu der speziellen Einfuhrung des Integrals gilt:

Im allgemeinen sind Flacheninhalt und Integral nicht das gleiche !

Aufgrund der Herleitung ergibt sich: Nur dann gibt das Integral einer auf dem Inter-
| [a; b] definierten Funktion f den Inhalt des Flachenstiicks zwischen x-Achse,
Graph von f und den vertikalen Geraden durch (a‘O) und (b‘O) an, wenn der Graph
von f nirgends unterhalb der x-Achse verlauft.
Um den Inhalt von Flachenstucken unterhalb der x-Achse zu berechnen, stellt man
sich vor, dass der Graph von f an der x-Achse gespiegelt wird - das bedeutet, dass
man von Graph(f) zu Graph(g) mit g = — { ibergeht. Dabei wird der Flacheninhalt
nicht verandert, und lasst sich nun als Integral von g berechnen. Wenn F eine Stamm-
funktion zu f ist, dann ist — F eine Stammfunktion zu — {, also zu g. Der gesuchte Fla-
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cheninhalt ergibt sich im Fall eines ganz unterhalb der x-Achse verlaufenden Graphen
von f somit als — A(b) — ( — A(a)), also als — (A(b) — A(a)); das ist aber gerade die Ge-
genzahl des Integrals von f.

Somit folgt: Fiir eine iiber [ a; b | definierte Funktion f, deren Graph nirgends oberhalb
der x-Achse verlauft, ergibt sich der Inhalt des Flachenstucks zwischen x-Achse,
Graph(f) und den vertikalen Geraden durch Anfangs- und Endpunkt des Graphen als
Gegenzahl des Integrals von f.

Bezeichnet man den Inhalt der eingeschlossenen Flache mit I, so gilt also fur die uber
[ a; b ] definierte Funktion f:

Falls f(x) = 0 fur alle x €[ a; b]lstl—ff
und falls f(x) <0 fiir alle x €[ a; b]lstI——ff

Wenn also fir eine liber einem Intervall [a; b] gegebene Funktion der Inhalt der Fla-
che zwischen Kurve und x-Achse berechnet werden soll, darf nicht einfach das Inte-
gral von f iber [a; b] als Losung angegeben werden, sondern es muss zunachst das
Vorzeichenverhalten von f untersucht werden. Nach Zerlegung des Definitionsbereichs
in Teilintervalle, uber denen der Graph nirgends negativ bzw. nirgends positiv ist,
kann der Flacheninhalt als Summe der entsprechenden - und mit den richtigen Vor-
zeichen versehenen - Integralen berechnet werden.

Beispiel: Der Graph der dargestellten Funktion verlauft iiber den Intervallen [a; c] und

I Graph() [d; e] nirgends oberhalb der x-Achse und tber den Inter-
vallen [c; d] und [e; b] nirgends unterhalb der x-Achse.

' B’ Der Inhalt T der markierten Flache errechnet sich somit

als

I= —ff(x) dx + ff(x) dx — ff(x) dx + eff(x) dx

Ein konkretes Aufgabenbeispiel:

Berechne den Inhalt der Flache zwischen dem Graphen der Funktion f mit der
Gleichung f(x) = (x + 2)-x-(x — 1) und der x-Achse.

Losung: Die Funktion f ist auf ganz R definiert, die Nullstellenmenge ist an der
Faktorzerlegung des Funktionsterms abzulesen: O, = { = 2;0;1}. Die betrachtete
Flache liegt also iiber dem Intervall [ 2;1]. C |
Da der Graph fiiber |-2; O[ oberhalb der x-Achse = @ =
verlauft und tber dem Intervall | 0; 1 [ unterhalb der
x-Achse verlauft, ergibt sich fur den Inhalt I der von
Kurve und x- Achse emgeschlossenen Flache:

I= ff dx—ff

Ausmult1pl1z1eren des Funktionsterms f(x) ergibt 5}{;

f(X)=X3—|-X2—2X. I

Ein geeigneter Stammfunktionsterm ist F(x) = % x* + % x> —x2

Fiir den gesuchten Flacheninhalt ergibt sich also: I = F(0) —F(-2) — (F(1) - F(0)).
[=2F(0) - F(-2) - F(1) =20 - (4-3-8-4) - (£ +1 -1 =3L.
Der gesuchte Flacheninhalt betragt also ca. 3,08 Flacheneinheiten.
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4. Anhang: Bemerkungen zu einer Notationsvereinfachung

Das Berechnen eines Integrals mit Hilfe einer Stammfunktion des Integranden bedeu-
tet immer, dass die Differenz von zwei Funktionswerten zu ermitteln ist. Wenn die
Funktion mit einem Namen (z.B. F) versehen ist, lasst sich die Differenz der Werte an
den Stellen b und a kurz als F(b) — F(a) notieren.

In vielen Fallen ist die Funktion aber lediglich durch ihren Funktionsterm gegeben, so
dass die Bildung der Differenz der Funktionswerte an den Intervallgrenzen schreib-
technisch sehr aufwendig wird. Ist z.B. F(x) = — x* - 11x3 + 5x% — 32x, so ergibt sich
bei Intervallgrenzen a und b der Ausdruck

—b* — 11b% + 5b% - 32b — ( —a* — 11a° + 5a® - 32a ).

Um hier den Schreibaufwand zumindest bei der Ubergangsrechnung vom Integral aus
zu verkurzen, kann man die Differenz zweier Werte einer Funktion F an den Stellen a

und b als [ F(x) ]: abkirzen.
Beispiele: (1) [X2—3X]: :b2—3b—(a2—3a)
3.4 2 3 44 2 3 44 2
2 [gx*-3x"+8x]|} =7-4"-34"+84-(71%-31°+8-1)

=343-342 484 —($-3+8)
— 23
_1?6_T
— 17025 .

Mit dieser Notation lasst sich die Regel zum Berechnen eines Integrals folgenderma-
Ben formulieren (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung):

Ist f eine (gemaB dem Grundkurs einfache) Funktion, deren Definitionsbereich das In-
tervall [a; b] umfasst, und ist F eine Stammfunktion zu f, dann berechnet sich das In-
b
b
tegral von f iiber dem Intervall [ a; b | folgendermafen: /f(X)dX = [F(x)] .

Warnung: Wie schon oben eindringlich betont, gibt das Integral nur unter besonderen
Voraussetzungen (Graph der Funktion nirgends unterhalb der x-Achse) den Inhalt der
Flache zwischen Kurve und x-Achse an.

Aufgabenbeispiel:

Berechne den Inhalt der Flache, die von der x-Achse und dem Graphen der Funk-
tion f mit f(x) = 3x? — 6x berandet wird.

Losung: Der Graph von f ist eine nach oben geoffnete Parabel. Aus der Faktorzer-
legung 3x% — 6x = 3x-(x — 2) liest man die Nullstellen 0 und 2 ab. Die Flache, deren
Inhalt zu berechnen ist, gehort also zum Intervall [0; 2] und liegt unterhalb der x-
Achse. Bezeichnet man den gesuchten Flacheninhalt mit T und beachtet, dass man
mit x5 — 3x% einen geeigneten Stammfunktionsterm zu f hat, so ergibt sich:

2 2

I:—Jf(x) dX:—b[ (3X2 — 6x) dx = - [x3 —3X2]§

= ((2-32) " (- 30%) ) = (s-12 -0 =1
Der Inhalt der Flache betragt also 4 (Flacheneinheiten).

Loffler, 2006-11-09



