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Nicht nur im Zusammenhang mit linearen Abbildungen kann der Aufwand bei der Untersuchung
von Vektorrdumen wesentlich von der gewahlte Basis abhédngen. Gelegentlich m6échte man auch, dass
bestimmte Vektoren in der Basis auftreten, ohne dass man gleich eine komplette neue Basis zusammen-
stellen will. In diesem Zusammenhang wird der Austauschsatz von Steinitz wichtig. Er gewéhrleistet,
dass man unter bestimmten Voraussetzungen Vektoren in eine Basis einschleusen kann und so zu einer
modifizierten Basis gelangt.

1 Der Austauschsatz

Voraussetzung

V sei ein Vektorraum mit einer Basis B = (b1, bo,bs,...,b,); di,de,ds, ..., dy, seien m linear
unabhéngige Vektoren aus V' .

Behauptung

Man kann die Vektoren di,do, ds, ..., dmn so gegen m Vektoren der Basis B austauschen, dass
die erhaltene Menge wieder eine Basis von V bildet; mit anderen Worten: Nach geeigneter
Umnummerierung innerhalb der Basis B bildet (al,ag,ag, . am,bm+1,bm+2, bn) eine Basis
von V.

Beweis
Zur Beweisfithrung benutzt man Induktion nach m.

1. (Induktionsanfang) Zur Induktionsverankerung, also fiir den Induktionsanfang mit m = 1
ist folgendes zu zeigen: Wenn @; ein linear unabhéngiger Vektor ist, kann man einen der
Vektoren aus der Basis B durch d; ersetzen und erhilt wieder eine Basis von V.

Da B eine Basis von V ist, gibt es reelle Zahlen ry, 79,73, .. o Tns mlt denen man dp als
Linearkombination der Vektoren von B darstellen kann: @; = rlbl + T2b2 + 7"3b3 + ...+ rnbn

Da d; nach Voraussetzung linear unabhéngig ist, also nicht der Nullvektor, kénnen nicht
alle Koeflizienten r; den Wert 0 haben. Durch Umnummerieren innerhalb der Basis B kann
man erreichen, dass 71 ein solcher von null verschiedener Koeffizient ist. Auflésen nach by
ergibt dann:
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Jede Llnearkomblnatlon von bl, b2, bg, b Isst smh also auch als Linearkombination von
an, bg, b3, .. b darstellen. Daher ist (dy, bg, b3, ey b n) ein Erzeugendensystem von V.

Zum Nachweis, dass ((Il,bQ,bg,...,gn) eine Basis von V ist, muss noch die lineare Un-
abhingigkeit bewiesen werden; dazu ist zu zeigen: Nur wenn alle Koeffizienten s; den Wert
null haben, ist eine Darstellung s1d; 4+ sobg + s3bs + ... + s,b, = 0 moglich .
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Aber wire s; verschieden von 0, kdnnte man a; als Linearkombination von 52,53, ,l;n
darstellen. Das ist aber nicht moglich, da die Darstellung jedes Vektors beziiglich einer
Basis eindeutig ist und der Koeffizient von 51 bei der Basisdarstellung von a@; von null
verschieden ist. Also ist s = 0.

Dann folgt aber 3252 + 8353 +...+ sngn = 0. Da gg, 53, ey gn linear unabhéngig sind, miissen
auch die Koeflizienten ss, s3, ..., s, den Wert null haben. Also verschwinden alle s;.

Damit ist (a7, bo, b, ..., l_;n) als Basis von V nachgewiesen.
2. Schluss von m — 1 auf m

Zum Schluss von m — 1 auf m(m > 2) wird vorausgesetzt, dass von den linear unabhéngi-
gen Vektoren dy, do, ds, ..., 4y, bereits m — 1 gegen Vektoren der Basis B ausgetauscht wur-
den. Man hat also - wieder nach geeigneter Umnummerierung der b; - bereits eine Basis
(A1,02, A3, .oy Am—1, by D1, bnt2, ooy b))

Zu zeigen ist dann, dass man durch Tausch von @, gegen einen der Vektoren Bm, 5m+1, v bn
wieder eine Basis von V erhlt. Der Rest des Beweises wird nur skizziert; dem Leser wird
zur Ubung die vollstiandige Ausfithrung empfohlen.

In der Darstellung von @, in der Basis (a1, ds, @s, ..., @m—1,bm, bm+1, bm+2, ..., by) konnen
nicht alle Koeffizienten der b; null sein, weil sonst - entgegen der Voraussetzung - die d;
linear abhéingig waren.

Man kann also einen der Vektoren Em, Em+1, v 5n - und nach Umnummerierung darf man
voraussetzen, dass dies I;m ist, - als Linearkombination von dl,dg,dg,...,dm,gm+1,...,gn
darstellen. Daraus folgt, dass (a1, dz, @s, ..., Gm, gm+1, . En) ein Erzeugendensystem von V'
ist.

Und die lineare Unabhéngigkeit von d1, do, ds, ..., Gm, 5m+1, e I;n wird analog zur Untersu-
chung des Falls m = 1 gezeigt.

Als wichtige Folgerung aus dem Steinitzschen Austauschsatz ergibt sich, dass aus der Existenz zweier
Basen (a1, da, @s, ..., G, ) und (51, 52, 53, v 5n) eines Vektorraums m = n folgt. Die Anzahl der Elemente
einer Basis héngt also nur vom jeweiligen Vektorraum, nicht aber von der gewéhlten Basis ab. Diese
Zahl heiffit - wenn der Vektorraum eine endliche Basis hat - die Dimension des Vektorraums. Die
Dimension des Vektorraums V' wird abgekiirzt als dim(V') notiert.
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Eine weitere Folgerung ist der Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen: Fiir jede lineare Abbildung f
eines endlichdimensionalen Vektorraums V' in einen Vektorraum W gilt: def(f) + rg(f) = dim(V).
Zum Beweis dieses Satzes setze man k := def(f); weiterhin sei dim(V) =: n.

Zu einer Basis B = (51,52,53, ,En) des Vektorraums V und einer Basis (a1, @2, @s, ..., dx) von
Kern(f) kann man nun nach dem Austauschsatz von Steinitz - nach geeigneter Umnummerierung
der b; eine Basis B’ von V erhalten, welche die Basisvektoren des Kerns von f enthiilt:
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B = (a17a27a37"’Jakabk+17bk+27"‘7bn)'

Dann erhilt man das Bild von f als lineare Hiille von B’, also als

< f@), f(@2), oo F(@r), F(Brs)s F Brra)s s f(Bn) >=< FBrs1)s fOrt2)sooes f(br) >
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Denn da @y, ds, ds, ..., im Kern von f liegen, ist f(@;) = o fir i = 1,2, ..., k.

Die n — k Vektoren f(byps1), f(bpr2)s -, f(by) bilden also ein Erzeugendensystem von Bild(f);
sie sind linear unabhéngig, wie nachfolgend gezeigt wird.

Aus 711 f (1) + Trraf (Brsa) + oo + 70 f(bn) = 3

folgt f(rps1ber1 + Throbrsa + .. + Tobn) = 0.

Daher liegt Tk+1gk+1 + rk+25k+2 + .+ rngn im Kern von f und hat somit eine Darstellung
7101 + rodsy + ... + 1rd.

—

Dann ist aber rid; + rods + ... + ridy — Tk+15k+1 — rk+25k+2 — ... — Tpby, eine Darstellung des
Nullvektors als Linearkombination von Vektoren einer Basis. Also miissen alle Koeffizienten
r; den Wert null haben. Insbesondere haben daher rgiq,7%y2,...,7, den Wert null, was zum
Nachweis der linearen Unabhéngigkeit zu zeigen war.

Somit ist (f(bps1), f(Brsa)s -y f(by)) eine Basis von Bild(f); der Rang der Abbildung f betriigt
mithin n — k.

Also erhilt man: def(f) + rg(f) =k + (n — k) = n = dim(V); das war zu zeigen.



